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(Sujet pour les éleves de la série S)

Les Olympiades nationales de Mathématiques se déroulent en deux épreuves
indépendantes de deux heures chacune. Les énoncés des deux épreuves sont donc
séparés et distribués a des moments différents.

¥ La premiere €preuve consacrée aux sujets nationaux est traitée individuellement
par chaque éleve.

¥ La seconde épreuve consacrée aux sujets académiques est traitée en binOme
constitué lors de I’inscription des candidats.

A P’issue de chacune des épreuves, les copies rédigées sont ramassées :

¥ pour la premicre épreuve, une copie pour chaque candidat participant ;
¥ pour la seconde épreuve, un copie par bindme constitué participant.

Une pause de dix minutes est prévue entre chaque épreuve. Les candidats ne sont pas
autorisés a quitter les locaux durant la totalité¢ des deux épreuves.

Les calculatrices sont autorisées selon la législation en vigueur.

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse compléte a une
question d’exposer le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.

Les énoncés doivent étre rendus

au moment de quitter définitivement la salle de composition.
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Premiere epreuve

& heures a 10 heures
Pause de 10 heures a 10 heures 10



Exercice national numéro 1

(a traiter par tous les candidats)
I"#$"%6&'()*() +,-/(0 ./&12

Mesures d’angles a peu pres

%&"'()" *+,+&")-(.&/0MABC"12)'3" 41+" 4-52" -16).&/01&" +&" 27881)! "2(" 0."812+-1"'1"0,.&/01" 1&12)"" . &2"
0,(&)1-9.001":;<=>"12<=@A"%&"'()"*+,+&" ) A RIC)'3"41+"4-52" (27650&"+&"27881)4"2("012"812+-12""12"
.&/012"188"1)"18L " (BB5-1&)"1"I<=".+"8.C(8+8A"

1. a. D&")-(.&/01"-16).&/01"1HP"3"41+"4-52"-16).&/BID&")-(.&/01" (27650 1 FXBY'41+"4-52" (276581
b."D&")-(.&/01" 41+§0" G)-1"-16).&/01" 1&"'1+C" 2788 H2H"'41+" 4-52"-16).8&/01" 1&"'1+C" 2788 1" 1" 6.2"
JBKJ.&)>" *+.&™ (0" 12)" 1&" 40+2" .6+).&/01" LBE(R)" *+1")7+2" 212" .&/012" 27&)" .([+2M>EA23" 41+" 4-52"
(27650F"

2.NC(2)BEO"+&")-(.&/01".6+).&/01"*+("&1"27 (&L +"4-52"-16).&/0% 8F"41+"4-52" (276581

3."06-(-1" +&" 4-7/-.881" L1&" 0.&/./1" &.)+-10" 7+" 6.06+0.)-(61M>" 3" -1674(1-" 2+-" 97)-1" 674(1>")12).8)" 2(" -
)-(&/IO11"# "7&)"7&"67&&.P)"012")-7(2". &/0O1 4B )'C"12)"3"41+"4-52" (276501A"

Mesures de longueurs a peu pres

Q.&2" 61))1" 4.-)(1>" 7&" 1" *+ +&1" +&()J" '1" 07&/+1+-" " J)J" '7&&JI1" .&2" 01" 40.&>" 1)" 7&" .'74)1" 012"
IB(&()(7&2"2+(9.&) R

EQ1+C"47(8&)2"278M1+"4-52" 1/ +Q("01+-"(2).&61"12)"(&BJI-(1+-1"7+"/.01"F?>!
FQ1+C"21/81&)2"27&)"41+"4-52"1"8G81"07&/+1+2("01+-2"07&/+1+{BB5-18&)"1"?37+"87(&2"S
ED&")-(.&/01"123"41+"4-52"3*+(0.)J-/2("012"07&/+1+-2"1"212"6T)J2" (BB5-1&)>"1+C"3" 1+C>"1"?>1"T+"87(&2

4. a. D&")-(.&/01"-16).8/01"7&)"0,KU47)J&+21"812+-1"L1C.6)181&)M"EA1G)-B"41+"4-52"3*+(0.)J- &
b. D&")-(.&/01"-16).&/01"41-H0"G)-8"41+"4-52"J*+(0.)J- "

5.'06&"67&2('5-1"+&"61-601>"'1" 61&)41"™.U7&"L1C.6)181&)M"#" 1) 1+C" 47(&)2"'1" 61" 6'RBSIB(C1H" 2)"
87V(01A"%&".441001"8(0(1+"+"21/81&)0A@"1)'01"4-7TW1)J"7-)K7/7&.0'BI2+-"0.27()1"LOAMA

a. X14-J21&)1-" 2+-" +&1" B(/+-1" 0,1&218V01" '12" AV(&)2-" 012*+102"1)1'27&)"3" 41+" 4-52" I/ +CN&"
6.06+01-"0."07&/+1+-"L01"-J2+0).)"21-."78&J".--7&'(".+"61&) (58 IMA

b. Y(H"1)T278&)"3"41+"4-52")/.+€01")-(.&/Q1 "12)H03"41+4-52"J*+(0.)J-.0F"

Une statistique sur la population des triangles

%&" 67&9(1&)" '1" 6.-.6)J-(21-" )7+)" )-(.&/QIBC!4.-" 012" 812+-12¢ 1" 1 I'1" 212" &/012" 18"1)'BAZK *+1"
)-(.&/01"L1)".916"0+("61+C"*+("7&)"012"8G812" . &I012>"*+("0+("27&)"7&6"2LBYRA)AQE-J21&)"4.-"01"47(&)"
"1"677-7&&8J12(x!! )*.&2"01"40.8"-.447-)1" 3" +&"-145-1"7-)K7&7-8JA"%&"6K7(2()"'1"-14-J21&)1-"0."812+-1"
19="4.-"I"68A"

6.1(/+-1-"2+-"+&"26KJ8."L.66784./&J" +&1"0J/1&'1"1C40(6()IM"R

@ 11"78.(&1" | '67&2)()+J"12"47(&)2"-14-218&).&)")7+2"012")-(.&R12
b. 11"47(&)E -14-J218&).8)"012")-(.&/012"J*+(0.)J- 4
c.1,18218V01"12"47(8)2"-14-J21&).&)"012")-(.&/012"-16).&I012A

7.a.\+1001"4.-)(1A"+"78.(&1" T14-J21&)1"012")-(.&/012".6+).&/0E2
b. Y("7&"12)(81"0."4-747-)(7&"'12")-(.&/012".6+).&/012"'.&2"0,1&218V01"'12")-(.&/012"4.-"01"-.447-)"'1"0,.(-1"
'1"A'3"0,.(-1"17>"*+1001"12)"61))1"4-747-K7 &

8."\+1001"4.-)(1R"+"'78.(&1" T"-14-J21&)1"012")-(.&/012" .6+).&/0B241+" 4-52"-16).&/012 +"21&2"'1"0."
4-18(5-1" 4.-)(IM" F"\+1001" 12)" 01+-" 4-747-)(7&" L'.&2" 01" 8G81" 21&2"BHIZ-€IM" '.&2" 0,1&218V01" 12"
)-(.&/012F"



Exercice national numéro 2

(a traiter par les candidats de la série S)
342($5+(26&'%7$"%'80(2

Un ensemble ! de rationnels est un ensemble arithmétique (en abrégé EA) si pour tout couple (a, b) avec a et !
appartenant a!, il existe un élément c de S tel que 'un des nombres a,! ou! est la moyenne arithmétique
(c’est-a-dire la demi-somme) des deux autres. On souhaite déterminer tous les entiers n strictement positifs
pour lesquels il existe un EA ayant n éléments.

1"#9Les ensembles suivants sont-ils des EA ? Justifier.
1,3 5,1
1, ={01,} PRI Sy = {0,112,4} st 232,50

59Démontrer qu’il n’existe pas d’EA a 2 éléments. Que dire des singletons (ensembles a un seul élément) ?
:9Donner un EA ayant 5 éléments, inclus dans I'intervalle [0,! ], et contenant 0, 1 et 2.

. ! +b . . . P )
$'#69%0utre 5 quels sont les deux autres rationnels a envisager pour vérifier qu’un couple (a, b) d’éléments de

S ne fait pas échec a la définition d’'un EA ?

5" On désire écrire un algorithme qui teste si un ensemble est un EA. L’'ensemble ! est encodé sous la forme
d’une liste S = [S[1],..,S[n]] de taille n. Par exemple la moyenne arithmétique du !éme et du jeme élément de S
s’écrit (S[i]+S[j]1)/2.

fonction TesterEA(S=[S[1],..,S[n]], n) On dispose de plus d’une fonction Appartient(r,S) qui renvoie Vrai
Resultat < Vrai lorsque le rationnel r appartient a la liste S et Faux sinon. Compléter
Pouride13an le squelette de la fonction ci-contre (a recopier sur sa feuille de
Pourjdelan composition) pour qu’elle renvoie Vrai si et seulement si
[..] S =[S[1],..,S[n]] est un ensemble arithmétique de longueur n.
Fin Pour
Fin Pour :"Modifier la fonction pour qu’elle réalise moins d’opérations dans
Renvoyer(Resultat) le cas général (a recopier sur sa feuille de composition).

%'Soit ! lun entier strictement supérieura 2 et! un EA ayant! éléments dont le plus grand est noté! et le plus
rr—t

. . . | s
p— On constitue ainsi 'ensemble S°. Démontrer que

petit m. Aux éléments! de!, on associe les nombres
S’ est un EA ayant n éléments, inclus dans I'intervalle [!,! ], et contenant 0, 1 et 2.

&"Soit ! un EA ayant n éléments, inclus dans l'intervalle [! ,2], et contenant 0 et 2.
Démontrer que pour tout nombre réel ! :

. R 12 N
- SixappartientaSet! ! 11 I 3lors Tappartlenta!!;

|
- Sil appartienta! et1! x <! alorsappartienta S.
En déduire qu’il n’existe pas de EA ayant 4 éléments.

Soit! un EA ayant! éléments, inclus dans l'intervalle [!,! ], et contenant O et 2.

639Démontrer que s'il existe un élément ! ; de Stelque 0! a; ! —, alorsil existe un élément a, de! tel que
' !

0<ag <a,! -

|
En déduire que S ne contient aucun nombre strictement compris entre 0 et —.

|
53Démontrer, de fagon analogue, que S ne contient aucun nombre strictement compris entre -etl

:9En déduirequen ! .
6.\+102"27&)"012"1&)(21-27+-"012*+102"(0"1C(2)1"+&"N"ILIRY8 1&) 2F'



